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Streszczenie

Magnetometr to czujnik, ktérego podstawowym celem jest pomiar natezenia i kierunku
pola magnetycznego. Do najbardziej precyzyjnych tego typu urzadzen naleza magnetometry
nadprzewodzace 1 optyczne. Niniejsza praca skupia si¢ na podstawowych zjawiskach fizycz-
nych niezbednych do zrozumienia zasady dziatania tych urzadzen.

W czgsci pierwszej opisano magnetometry nadprzewodzace réwniez ze wzgledu na to,
ze znalazly juz one swoje zastosowanie w medycynie. Po krétce opisano zjawisko nadprze-
wodnictwa i zwiazany z nim efekt kwantowania strumienia magnetycznego przecinajacego
nadprzewodzacy pierscien. Nastgpnie wprowadzono SQUID, nadprzewodzacy interferometr
kwantowy zawierajacy dwa ztacza Josephsona, by wyliczyé na konkretnym przykladzie w
jaki spos6b prad na wyjSciu z tego urzadzenia koduje informacj¢ o polu magnetycznym. Naj-
wigkszymi wadami magnetometréw nadprzewodzacych jest niepraktyczny rozmiar urzadzenia
pomiarowego wynikajacy z koniecznosci silnego chtodzenia materii przewodzacej oraz to, ze
wymagaja specjalnie odizolowanych magnetycznie pomieszczen.

Problem ten rozwiazuja magnetometry optyczne, gdyz nie wymagaja kosztownego
chtodzenia i osiagaja podobna precyzj¢ pomiaru. Druga czgs$¢ pracy rozpoczyna si¢ od wpro-
wadzenia liniowego zjawiska Faradaya po to, aby lepiej zrozumie¢ nieliniowy efekt Faradaya
NMOR, ktéry to jest podstawa dzialania magnetometréw optycznych. To dzialanie opisano
kolejno w trzech krokach. Zaczynajac od pompowania optycznego, poprzez ewolucje atomu
w zewngtrznym polu magnetycznym, a na detekcji skrgcenia ptaszczyzny polaryzacji konczac.
Pracg zakoriczono ograniczeniami tej metody w wyznaczaniu pola magnetycznego w tréjwy-

miarze.

Stowa kluczowe: Magnetometr, Nadprzewodnictwo, SQUID, Magnetometr optyczny, magne-

tometr wektorowy
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Wykaz wazniejszych skrotow i oznaczen

SQUID - (ang. Superconducting QUantum Interference Device) Nadprzewodzacy interfero-

metr kwatowy
MEG - Magnetoencefalografia
EEG - Elektroencefalografia
MSR - (ang. Magnetically shielded room) Pomieszczenie ekranowane magnetycznie
CJD - (ang. Creutzfeldt-Jakob disease) Choroba Creutzfeldta-Jakoba
MGC - Magnetokardiografia
EKG - Elektrokardiografia

NMOR - (ang. Nonlinear Magneto-Optical Rotation) Nieliniowa rotacja magneto-optyczna



1 Wstepi cel pracy

Pole magnetyczne jesteSmy w stanie mierzy¢ dosy¢ dtugo, bo juz prawie dwiescie
lat temu Gauss podal bezwzgledna warto$¢ pola magnetycznego Ziemi. Wynosi ono okoto
5 x 107> Tesli (T). Doktadna warto$é zalezy od naszego polozenia na Ziemi i zmienia si¢ w
czasie. Natomiast po raz pierwszy tego typu pomiary w medycynie wykorzystal dopiero pigé-
dziesiat lat temu David Cohen [1]. Zarejestrowat on bardzo stabe pole magnetyczne wokét
czaszki pochodzace od aktywnego elektrycznie mézgu. Pole to jest rzedu 10714 T'i jego detek-
cja wymaga precyzyjnych magnetometrow. Pomiary Cohena byty mozliwe dzigki SQUID-om,
nadprzewodzacym interferometrom kwantowym, wynalezionym kilka lat wcze$niej, ktdre sa
podstawowym elementem dziatania 6wczesnych jak i wspétczesnych magnetometréw.

Magnetoencefalografia (MEG) jest jedna z metod encefalograficznych, tj. metod ob-
razowania dziatania mézgu. W poréwnaniu do popularniejszej elektroencefalografii (EEG),
ktéra bezposrednio bada bioelektryczne czynnos$ci mézgu, MEG obrazuje te czynnosSci po-
przez rejestrowanie pola magnetycznego. Encefalografie mozna stosowac u niezdiagnozowa-
nych pacjentéw po wczesniejszym poréwnaniu réznic parametréow w grupie os6b zdrowych
z odpowiednimi parametrami u oséb chorych. Powszechno$¢ EEG wynika ze wzglednie ni-
skiego skomplikowania sprzgtu, mozna je wykonaé w prawie kazdym szpitalu, poniewaz pole
elektryczne wytwarzane przez mozg jest relatywnie fatwo mierzalne. Sygnat EEG w okolicy
czaszki jest rzgdu 10 — 100uV zas$, dla poréwnania, doktadno$¢ pomiaru napigcia typowego
multimetra jest rzgdu mV.

Magnetometr to czujnik, ktéry moze mierzy¢é zaréwno warto$¢ jak i kierunek oraz
zmiany pola magnetycznego czy tez zbada¢ wlasnosci magnetyczne materii. Magnetometry
wykorzystywane w medycynie sa wcigz bardzo drogie i raczej niedostgpne. Natezenie pol
biomagnetycznych wymaga pomiaréw w specjalnie przygotowanych magnetycznie odizolo-
wanych pomieszczeniach (MSR). Co wigcej, zastosowanie metod bazujacych na nadprzewod-
nikach wymaga statego chtodzenia uktadu mierniczego. W rezultacie tego typu urzadzenia do
wykonywania MEG sa duze i skomplikowane, jak pokazuje Rys. 1. Nie sg one réwniez kom-
fortowe w uzyciu, gdyz niektérzy pacjenci moga mieé obiekcje przed umieszczeniem gltowy
w odlegtosci centymetra od pojemnika w temperaturze ponizej —200 stopni Celsjusza. Skom-
plikowany sprzet pozwala natomiast utrzymaé wysoka dokltadnos$¢ detekcji niewielkich pdl
magnetycznych wokét czaszki pacjenta. O tym dlaczego warto rozwijaé t¢ metodg, mimo

wysokich kosztéw i innych trudno$ci mozna sobie u§wiadomié czytajac statystyki na temat



Rysunek 1: Urzadzenie do magnetoencefalografii Elekta Neuromag TRIUX. Nad pacjentem
znajduje si¢ m.in. uktad chtodzenia wymagany do dziatania nadprzewodzacych interferome-

trow kwantowych, mierzacych precyzyjnie pole magnetyczne mozgu.

choroby Creutzfeldta-Jakoba (CJD). Okazuje sig¢, ze wsrdd 97 pacjentéw w wieku od 26 do
83 roku zycia, u ktérych stwierdzono t¢ przypadto$¢ neurologiczna, tylko 17 zostato popraw-
nie zdiagnozowanych za pierwszym razem. £.acznie pacjenci ustyszeli 373 r6zne diagnozy co
daje az 3, 8 diagnozy na pacjenta [2]. Typowe metody diagnozowania CJD to EEG, tomografia
komputerowa oraz obrazowanie metoda rezonansu magnetycznego. Kiedy stawka jest ludzkie
zycie nie mozna sobie pozwoli¢ na zbyt wiele btgdéw, dlatego tak wazny moze okazac rozwoj
magnetometréw w kierunku ich rentownosci i powszechnosci. Kazda nowa metoda, mierzaca
niezalezny sygnat biologiczny taki jak np. pole biomagnetyczne, dostarcza nowych informacji

o0 pacjencie przez co zwigksza szans¢ poprawnej diagnozy.



Magnetometry maja szeroki wachlarz zastosowan, w samej medycynie poza wyko-
nywaniem MEG mozliwa jest rowniez magnetokardiografia (MGC) [3]. Podczas pracy serca
na skutek réznych stezent jondw sodu oraz potasu wewnatrz i na zewnatrz komoérek migs$nia
sercowego dochodzi do polaryzacji blony komérkowej. Réznice potencjatdw mozna mierzy¢
odpowiednio roztozonymi na ciele elektrodami podczas elektrokardiografii (EKG) ale dzigki
rownaniom Maxwella wiemy, ze prad elektryczny jest nierozlaczny z wytwarzanym wokot
niego polem magnetycznym, ktére to mozemy mierzy¢ podczas MGC. To nie koniec zastoso-
wan w medycynie, na podobnej zasadzie jesteSmy w stanie badac¢ pola magnetyczne zotadka
czy tez tkanki migSniowej. Postep nauki udowadnia nam, ze nie musimy wszystkiego dotknaé
aby stwierdzi¢, ze coS istnieje np. inwazyjne zbadanie Ziemi bytoby problematyczne. Z po-
moca przychodzi magnetometria, ktora jako jedna z dziedzin geofizyki pozwala nieinwazyjnie
zajrzeC¢ w glab Ziemi. Tym sposobem jesteSmy w stanie poszukiwa¢ mineraléw takich jak
diamenty czy ropa i zaplanowa¢ odwierty w celu ich wydobycia. Mozemy réwniez tworzy¢
mapy potencjalnych znalezisk archeologicznych ale tez analizowaé polozenie i ruchy ptyt tek-
tonicznych. Pole magnetyczne wydaje si¢ by¢ wszgdzie i w badaniach nad nim nie ogranicza
nas nawet nasza planeta Ziemia. Od lat budujemy statki kosmiczne, ktére podczas eksploro-
wania kosmosu, byly w stanie m. in. zbada¢ otaczajace nas planety i ksigzyce ale tez Stonice
pod katem ich pola magnetycznego. Umozliwito to np. wykrycie wiatru stonecznego, ktory
bezposrednio wplywa na ksztalt magnetosfery Ziemi.

Celem tej pracy jest przyblizenie praw fizyki, ktére odpowiadaja za dziatanie nadprze-
wodzacych magnetometréw jak réwniez przeglad dostgpnych rozwigzah w tej dziedzinie. Na-
stgpnie skupimy si¢ na atomowych magnetometrach optycznych. W skrécie sa to urzadzenia,
w ktoérych pomiar zewngtrznego pola magnetycznego odbywa si¢ poprzez obserwacje polary-
zacji wiazki Swiatla przechodzacej przez chmurg atomowa umieszczong w zewnetrznym polu.
Podstawowa zaleta tego rodzaju sensoréw jest fakt, ze moga one operowal w temperaturze
pokojowej. Znika wigc problem chtodzenia nadprzewodnikow i przez to pojawia si¢ szansa
miniaturyzacji urzadzenia pomiarowego. Jednocze$nie precyzja atomowych magnetometréw
optycznych nie odbiega od urzadzen opartych na SQUID-ach. Dzigki operowaniu w tempe-
raturze pokojowej sensor atomowy mozna bezpiecznie zblizy¢ do czaszki bardziej niz uktad
nadprzewodzacy, przez co zyskujemy réwniez na wielkos$ci mierzonego pola magnetycznego
gdyz blizej czaszki jest ono wieksze (zanika z odlegtoscia przynajmniej jak r—3). Naszym

celem jest opis teoretyczny zasady dzialania takich magnetometrow.



2 Magnetometry nadprzewodzace

2.1 Nadprzewodnictwo

Wyjasnienie dzialania magnetometréw medycznych zawierajacych w sobie SQUID-
y nalezy zacza¢ od kilku stéw na temat nadprzewodnictwa. Niniejszy podrozdzial w duze]
mierze bazuje na dyskusji w ksiazce Kittla [5]. Pewne materialy ponizej charakterystyczne]
dla siebie temperatury krytycznej osiagaja zerowy opor elektryczny — staja si¢ nadprzewodni-
kami. Pionierem byt tutaj Heike Kamerlingh Onnes z Uniwersytetu w Leidzie, ktory w 1911
roku przebadat probke rteci w temperaturach rzedu kilku Kelwinéw, za co dwa lata pdzniej
otrzymal Nagrode Nobla. Poza brakiem oporu elektrycznego podstawowa cecha materiatow
w stanie nadprzewodzacym jest efekt Meissnera. Tym razem jest to wiasciwo$¢ magnetyczna,
mianowicie w stabym polu magnetycznym nadprzewodnik zachowuje si¢ jak idealny diama-
gnetyk. Oznacza to, ze strumien magnetyczny, ktéry powyzej temperatury krytycznej mate-
riatu przenikat go, ponizej tej temperatury zostaje wypchnigty z badanej prébki. Zjawiska te
bardzo dobrze tlumaczy teoria BCS z 1957 roku. Nazwa teorii pochodzi od pierwszych liter
nazwisk jej twércow: Johna Bardeena, Leona Coopera oraz Roberta Shrieffera, za co réwniez
otrzymali p6Zniej Nagrode Nobla. Teoria BCS wprowadza funkcje falowa BCS, ktéra opi-
suje r6zne mozliwosci taczenia czastek m. in. laczenie elektronéw w pary Coopera. Schemat

powstawania wspomnianych par elektronéw widoczny jest na Rys. 2.
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Rysunek 2: Para Coupera: Pierwszy elektron wzbudza fonon poprzez zageszczenie dodatnich

jondéw, natomiast drugi elektron zostaje przyciagnigty (zaabsorbowanie fononu). [4]



Kiedy pojedynczy swobodny elektron porusza si¢ w schtodzonej sieci krystalicznej,
oddziatuje z nig miejscowo przyciagajac otaczajace go kationy. Dodatnie jony wracaja pdz-
niej do pierwotnego potozenia ale kumuluja si¢ wokét poruszajacego si¢ elektronu tworzac
falg. Fala ta moze si¢ wygasic, ale moze tez skorelowac ruch elektronu z drugim elektronem
o przeciwnym spinie, ktéry zostal przyciagnigty przez miejscowa kumulacje kationéw. Taki
ruch sieci krystalicznej nazywany jest fononem i jest on mozliwy dzigki niskiej temperaturze,
poniewaz nie ma wystarczajacej energii cieplnej aby rozerwac powstata parg elektronéw. Jest
to ciekawe z tego wzgledu, ze pojedyncze elektrony, tworzace pare Coopera, sa fermionami
o spinach potéwkowych skierowanych w przeciwnych kierunkach. Natomiast po ich pota-
czeniu wypadkowy spin jest calkowity co oznacza, ze para Coopera pod wieloma wzglgdami
zachowuje si¢ jak bozon. Zatem nie ogranicza ich zakaz Pauliego ani nie dotyczy ich rozktad
Fermiego-Diraca. Bozony opisuje statystyka Bosego-Einsteina, a w temperaturach ponizej
temperatury krytycznej dochodzi do kondensacji Bosego-Einsteina. Umozliwia to poruszanie
si¢ wzdtuz przewodnika bez oporu elektrycznego, co oznacza wiasnie stan nadprzewodzacy

przewodnika.

2.2 Kwantowanie strumienia magnetycznego

Na podstawie doswiadczen z nadprzewodzacymi pierscieniami mozna stwierdzié, ze
catkowity strumient magnetyczny przecinajacy pierscien przybiera tylko skwantowane warto-
Sci 1 sa one catkowitymi wielokrotno$ciami kwantu g, gdzie ¢ = —2e. Mozna to udowodnié
analizujac pierScien w stanie nadprzewodzacym, widoczny na Rys. 3.

Wyobrazamy sobie, ze no$nikami pradu nadprzewodzacego sa czastki kwantowe o ta-
dunku elektrycznym ¢. Jak dzi§ wiadomo sa to pary Coopera o fadunku g = —2e. W zwiazku z
tym opisujemy je funkcja falowa. W odréznieniu od ,,standardowych” funkcji falowych, ktére
unormowane sg do jedynki (by ich modut w kwadracie byt miara gestosci prawdopodobien-
stwa) funkcj¢ falowa opisujaca nadprzewodzace nosniki y(7) normujemy do catkowitej ilosci
tych no$nikéw:

[w@rav =, 1)

gdzie catkujemy po objetosci pierScienia, zas§ N = [ n(¥)dV jest catkowity iloScia no$nikow o
koncentracji n(7). Zaktadamy teraz, ze w kazdym punkcie nadprzewodzacej petli mamy tyle

samo nos$nikéw, n(¥) = n, czyli gestosé prawdopodobieristwa znalezienia tadunk6w jest stata



linie strumienia magnetyczneso

Rysunek 3: Rozwazana sytuacja doSwiadczalna. Nadprzewodzacy pierScieni umieszczony jest
w zewnetrznym polu magnetycznym. C jest konturem wewnatrz pierScienia wzdluz ktérego

liczymy catke liniowa opisana w tekScie. Rysunek z [5].

wokot pierScienia:
|y (#)|> = y* v = const = n. (2)

W ogélnosci funkcja falowa jest wielkoScia zespolona, ktéra oprécz gestosci prawdopodobien-

stwa znalezienia noSnikow w danym miejscu zawiera informacj¢ o fazie tych nosnikéw:
() = W)’ = Vne®®. 3)
Tak wigc tylko faza zalezy od polozenia w pierscieniu.
Aby wyliczy¢ prad nadprzewodzacy 1 nastgpnie kwantyzacje strumienia magnetycz-
nego przypomnijmy potencjaty wystepujace w elektromagnetyzmie. Sa to potencjat elek-

tryczny ¢, ktérego minus gradient jest natgzeniem pola elektrycznego E oraz magnetyczny

potencjal wektorowy A, ktérego rotacja wyraza pole magnetyczne B
E=-V¢, B=VxA. (4)

Uzbrojeni w powyzsze idee prad, ktéry ptynie w nadprzewodzacym pierscieniu wyliczamy

mnozac przez fadunek wzor na prad prawdopodobienstwa znany z mechaniki kwantowej [7]:
e q * = =k 1
J=5 - (WP — wBY) —2qAly ] (5)

10



Obliczymy teraz cztony po prawej stronie by wykazaé, ze ypy* = —y*py. Najpierw za-

uwazmy, ze z definicji operatora pgdu mamy:

vy = e 0 (—ih?) Jnel®®
= Vne 0 (—in) /nie® PV (7)
— nhe®O)-10 V9 (7)
= nhVO(F) = nhVe, (6)

gdzie w ostatniej linijce uprosciliSmy notacj¢ nie piszac jawnie zaleznosci od 7 w fazie. Te

same kroki prowadza do:

= Vne'®D (—in) \/n (—i)e PV O (F)
— _nhei9(7)—i9(?)§9(7>
= —nhVO = —y*py. (7)

Korzystajac z ostatniej rownosci, wzor na prad upraszcza si¢:
o q * = A’ 2 8
j= YRy —Alyl). (8)
Wstawiajac zalozong forme funkcji falowej otrzymujemy:

7= % (rﬁe - qﬁ) . )

Z efektu Meissnera prad w nadprzewodniku znika j=o. Otrzymujemy wiec prosty wzor na

potencjat wektorowy:

h
q
Strumiefi magnetyczny wyliczamy z definicji:

A=-Vo. (10)

¢B:/§-Ja, (11)

gdzie calkowanie jest po powierzchni rozpigtej przez pierscien (przez kontur C na Rys. 3). Aby

zastosowac wyrazenie na potencjal wektorowy, przypomnijmy réwnos¢ (4):

—

D = /E-Ja:/(roﬁ)-da. (12)

11



Z twierdzenia Stokesa calkg powierzchniowa z rotacji przepisujemy na catke krzywoliniowa
po pierScieniu:

ch:fA-Jz. (13)

Mozemy teraz zastosowa¢ wzor (10) by otrzymac:
h = -
(IDB:—fVG-dl. (14)
q

Catka z gradientu dana jest przez roznice funkcji pod gradientem na brzegach rozwazanego
przedziatu, czyli:

®p = - [6(271) — 6(0)]. (15)

QS

Spéjrzmy na nasza funkcje falowa jak na sinusoide, ktora rozchodzi si¢ w nadprzewodzacym
pierScieniu widocznym na Rys. 3. Wybierajac dowolny punkt w pierScieniu, fala bedzie prze-
chodzi¢ przez niego z kazdym okrazeniem i chcemy zeby za kazdym razem byta zgodna w
fazie co jest opisane wzorami (16) oraz (17). Tylko wtedy superpozycja natozonych na siebie
fal prowadzi do konstruktywnej interferencji. W kazdym innym przypadku réznica amplitud

prowadzi do catkowitego wygaszenia fali. Te dwie mozliwosci pokazane sa na Rys. 4. Stad
h .
bp = -2nk, gdzie k=1,2,... (16)
q

Upraszczajac dalej:
h
$p=k—, gdzie k=1,2,... (17)
q

Kiedy k = 1 strumien magnetyczny przyjmuje swoja najmniejsza mozliwa wartos¢, a zatem

mozna go oznaczy¢ jako Pp:

o 1 _ 6,6261 x 10734 J.s_kg-mz.s_T 2 _wh
0 e T2x1,602x10-° | ¢ 2-As T
®o = 2,0678 Wb (18)

Opisany réwnaniem (18) kwant strumienia magnetycznego Py nazywany jest flukso-
nem. Dodajmy, ze na strumien magnetyczny przez powierzchnig rozpigta przez nasz nadprze-
wodzacy pierscien skladaja si¢ przyczynki od zewngtrznego pola magnetycznego oraz od pola
magnetycznego produkowanego przez prad nadprzewodzacy.

Na koniec chciatbym przedstawi¢ intuicyjny argument przemawiajacy za kwantowa-
niem strumienia magnetycznego przez nadprzewodzacy pierScien. Argument ten podobny jest

w duchu do argumentu de Broglie’a za kwantowaniem momentu pedu elektronéw w atomach.

12



Rysunek 4: Po prawej stronie zwizualizowana jest interferencja kolejno nachodzacych na sie-
bie fal, natomiast po lewej stronie widoczne jest przesunigcie w fazie prowadzace do wygasze-
nia fali. [6]

Za de Broglie’m postulujemy, ze z pedem czastki zwiazana jest fala materii o nastgpujacej

wlasnosci

Wielokrotno$¢ tej dtugoSci musi zgadzaé si¢ z dtugoscia obwodu pierscienia jak opisatem to
przy okazji Rys. 4, tj.
nA =2nR, (20)

gdzie R jest promieniem pierScienia. Zakladamy teraz, ze dla natadowanej czastki w polu

magnetycznym odpowiedni pgd dany jest przez
7 =mv+qA. 1)

Policzmy cyrkulacj¢ tego pedu po pierscieniu:
— — - =
]{ﬁ.dz:m?{v-duqffx-dz. (22)

Z postulatu de Broglie’a catka po lewej stronie dana jest przez:

fﬁ-ﬁz%fdlz%ZnR:nh, (23)

gdzie w ostatnim réwnaniu uzyto wzoru (20). Powracajac do rownania (22), w drugiej calce
po prawej stronie rozpoznajemy strumien magnetyczny. Jesli wigc udatoby nam si¢ pokazac,
ze pierwsza calka po prawej stronie znika otrzymujemy poprawny warunek kwantowania stru-
mienia magnetycznego: A

dp=n-—. (24)
q

Niestety dotychczas nie udato mi si¢ wykazac, ze pierwsza catka znika.
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2.3 SQUID

SQUID-y czyli nadprzewodzace interferometry kwantowe stanowia podstawe dziatania
magnetometréw uzywanych w medycynie. Na kazdy neuron w ludzkim mézgu mozna spoj-
rze¢ jak na dipol magnetyczny, ktéry jest Zrodlem pola magnetycznego. Sie¢ neuronéw tworzy
wspodlne pole magnetyczne, ktére jest dobrze okreSlone i kazde zaburzenie w postaci tgtniaka,
udaru czy tez guza mézgu moze by¢ wykryte i rozpoznane dzigki SQUID-om. Zanim wigce;j
o samych SQUID-ach to ich dzialanie jest mozliwe dzigki ztaczu Josephsona. W ziaczu dwa
kawatki nadprzewodnika rozdzielone sa najczesciej cienka warstwa dielektryka czyli dobrego
izolatora, nadprzewodniki moze réwniez rozdziela¢ metal, ktéry nie jest nadprzewodnikiem.
Tunelowanie elektronéw bylo znane juz wczesniej jednak Brian David Josephson przewidziat,
ze tunelowaé moga réwniez pary Coopera za co w 1973 roku otrzymatl Nagrod¢ Nobla. Zapisat
on dwa réwnania, ktére pézniej zostaty nazwane prawami od jego nazwiska. Pierwsze prawo

Josephsona méwi o natgzeniu pradu ptynacego przez ztacze 1 wyrazone jest wzorem:
[ =1.sin AP, (25)

gdzie I, jest stata zalezna od temperatury i zewngtrznego pola magnetycznego, natomiast AP
jest r6znica faz funkcji falowych par Coopera znajdujacych si¢ w nadprzewodnikach po oby-
dwu stronach ziacza. Drugie prawo Josephsona ma zastosowanie kiedy przez ztacze przeptywa

prad o napigciu U (t), wtedy pochodna po czasie réznicy faz wyraza si¢ nastgpujaco:

d 2e

Rys. 5 opisuje stalopradowy efekt Josephsona za pomoca charakterystyki pradowo-
napigciowej. Poczatek 1 koniec wykresu wskazuje na nie zmieniajaca si¢ rezystancje jak przy
zwyktym oporniku, jednak przy wartosci napigcia |V| rzedu ponizej 1mV oraz natg¢zenia ||
ponizej kilkudziesigciu nA wszelkie opory zanikaja i mozemy obserwowac tunelowanie par
Coopera przez ztacze Josephsona. Na charakterystyce zaznaczone jest rOwniez natgzenie kry-
tyczne /., ktére pojawilo si¢ juz wczesniej w pierwszym prawie Josephsona (25). Przedsta-
wiona charakterystyka jest symetryczna wzglgdem przecigcia osi uktadu wspoétrzednych.

Wyréznia si¢ dwa typy SQUID-6w, réznig si¢ one przede wszystkim pradami, ktére

przez nie przeptywaja oraz iloscia zlacz Josephsona:

RF SQUID ,.Radio Frequency” SQUID operowany jest pradem zmiennym o bardzo wysokich

czgstotliwo$ciach radiowych. Zawiera tylko jedno zlacze Josephsona w swoim nadprze-
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Rysunek 5: Teoretyczna charakterystyka pradowo-napigciowa dla ztacza Josephsona przy sta-

tym pradzie operujacym [8].

wodzacym obwodzie. Nie jest podlaczony do przewodéw ale za to jest indukcyjnie po-
faczony z drgajacym uktadem LC, ktéry odpowiada za prad zmienny i magazynowanie
energii. Ze wzglgdu na zewnetrzne pole magnetyczne SQUID dziata trybie rezystyw-
nym. Dazy si¢ do tego aby napigcie w obwodzie wyrazone okresowa funkcja strumienia
magnetycznego miato okres o wartoSci fluksona (18). W poréwnaniu ze SQUID-em
statlopradowym jest mniej czuly, a zatem mniej uzyteczny i dlatego to DC SQUID jest

uzywany komercyjnie.

DC SQUID ,,Direct Current” SQUID czyli kwantowy interferometr operowany pradem sta-
tym. Zawiera nie jedno lecz dwa ztacza Josephsona i opiera si¢ na wspomnianym wcze-
$niej stalopradowym efekcie Josephsona. Rys. 6 przedstawia schemat takiego SQUID-u
1 postuzy teraz do wyznaczenia natgzenia pradu na wyjsciu oraz strumienia magnetycz-

nego w obwodzie.
Prad I;, na wejSciu zgodnie z pierwszym prawem Kirchhoffa rozdziela si¢ na prady /;
oraz I,. Prady te przeptywaja przez ztacza Josephsona, a wigc ich wartosci sa zgodne

z pierwszym prawem Josephsona (25). Dodatkowo ze wzgledu na zewnetrzne pole ma-

gnetyczne B w obwodzie pojawia si¢ prad ekranujacy /g, ktéry w pierwszym ramieniu
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Rysunek 6: Schemat statopradowego SQUID-u z naniesionymi pradami [9].

skierowany jest zgodnie z kierunkiem pradu /; 4 /g, natomiast w drugim ramieniu skie-
rowany jest przeciwnie I, — Ir. Prad na wyjsciu jest suma pradéw rozdzielonych na

wejsciu. Korzystajac ze wzoru trygonometrycznego na sume¢ sinusOw otrzymujemy:

Ly =1 +1g+5L—Ig =I.sin¢ + I.sin ¢
= 21,.cos (¢1 ; ¢2> sin (@) 27)

Rys. 6 zawiera réwniez wektor indukcji magnetycznej B oraz kontur C, ktérego uzyjemy

do wyliczenia pradu na wyjSciu. Zaznaczone sg takze punkty a, b, c oraz d, na granicach
ztacz czyli barier tunelowych i postuza do zbadania r6znic w fazie na caltym obwodzie.
Majac punkty a, b, c i d oraz wiedzac, ze catka po konturze C z gradientu fazy musi by¢

wielokrotnoscia 27 mozna zapisac:
7€:V9 “dl=2ntn=(6,—6,)+ (6, —6)+ (6, —6.)+ (6, — 6,) (28)
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Wyliczymy teraz po kolei kazda réznice faz pamigtajac, ze sktada si¢ ona z przyczynku
od pradu nadprzewodzacego oraz od potencjatu wektorowego. Zacznijmy od réznicy faz

na pierwszym ztaczu:

2 (b
(6~ 6) =01~ 5 [ A-dl (29)

Réznica ¢ pochodzi od pradu, zas przyczynek od potencjalu otrzymujemy ze wzoru
(10). ®¢ = g/h oznacza flukson. Podobnie na drugim ztaczu,

ot 4. o
(0= 0) = 0o — 5 [ A-dl (30)
[

gdzie réznica znaku przy ¢, pochodzi od tego, ze wzdtuz konturu C przechodzimy pod
prad w prawym zlaczu Josephsona. Pozostate dwie roznice faz nie dotycza zlaczy tylko

przewodéw nadprzewodzacych i wynosza:

2T (€ -
(6.—6,) — ——/ A.dl, 31)
Dy Jp
2 (4o -
(6—6y) — ——”/ A.dl. (32)
Dy Ja
Po zsumowaniu tych czterech réznic faz otrzymujemy:
2 S P
27‘Cn:¢)2—¢1——ﬂj{A~dl:¢2—¢)1—2ﬂ:—B, (33)
D Jc Dy

gdzie ®p jest strumieniem magnetycznym przez pierScieft. Stad wzor na réznicg faz:

2nd
01— ¢r = 2mn+ = (34)
0
Po uzyciu tej formuty w (27) otrzymujemy prad na wyjsciu z urzadzenia:
P , nd
Ioul = 216 COS <FOB> Sin (¢1 + ?j) s (35)

gdzie w argumencie sinusa wstawiliSmy ¢» opisane za pomoca ¢; ze wzoru (34).

W ogélnosci strumiefi magnetyczny przez nadprzewodzaca petle dany jest przez sume
strumienia od pola zewnetrznego ®,,, oraz od samoindukcyjnosci L(I} — ) /2. Zakta-
dam teraz, ze nat¢zenia pradéw w obu ramionach sg takie same, a zatem samoinduk-
cyjnos¢ nic nie wnosi i strumien magnetyczny jest dany wytacznie przez czton od pola
zewngtrznego. Jak widaé we wzorze (35) wystgpuje nieznana faza ¢;. Zobaczmy teraz

jak wyglada prad na wyjSciu dla kilku r6znych faz ¢;.
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Rysunek 7: Wykres zaleznosci pradu na wyjsciu od strumienia magnetycznego dla oSmiu wy-
branych faz ¢, = kn /4 gdzie k =0, 1,...,7 w SQUID-zie statopradowym. Przyjeto, ze I, = 1
mA.

Z Rys. 7. mozna odczyta¢, ze maksymalne warto$ci natezenia I, zmieniaja si¢ w
cykliczny sposéb w zaleznosci od wybranej fazy ¢;. Chcac zbadad jak doktadnie zmienia

si¢ Iyqy nalezy policzy€ ekstremum:

dl
— =0. 36
40, (36)

Warunek ten spetniony jest kiedy cos <¢1 + %) =0, a zatem wynika z tego, ze rOwniez

wtedy kiedy sin (q)l + %{’OB) = £1. Stad maksymalny prad na wyjSciu dany jest przez:

71'(1)3
cos (Fo) ‘ 37)

Imax = 210

1 zwizualizowany na Rys. 8.

18



200 -

175 A

150 1

125

100

Imax[mMA]

0.75 1

0.50 -

0.25 1

0.00 1

CEI

Rysunek 8: Wykres zaleznoSci maksymalnego pradu na wyjSciu od strumienia magnetycznego

w SQUID-zie statlopradowym.

Okazuje sig, ze funkcja (35) jest funkcja okresowa o okresie @y 1 przyjmuje swoje mi-
nima Iy, = 0 dla @ = (n+ 3) ®o. Mozna okresli¢ réwniez maksima Iyqx = 21, kiedy
‘cos (%‘?)) = 1. Przyjmuje ona te wartosci kiedy strumiefi magnetyczny jest wielo-
krotnoscia fluksona &5 = n®y. Powyzsze rozwazanie potwierdza stusznos¢ kwanty-
zacji strumienia magnetycznego. Wyprowadzony w poprzednim podrozdziale warunek
kwantowania strumienia magnetycznego (24) jest spetniony kiedy prad na wyjsSciu w
SQUID-zie statlopradowym przechodzi przez ztacza Josephsona, w taki sposéb, ze si-
nusy zalezne od faz ¢; i ¢, przyjmuja swoje maksymalne wartosci (Rys. 6). Zauwazmy
rOéwniez, ze powierzchnia A, przez ktora liczymy strumien magnetyczny jest stata i ogra-
niczona przez elementy SQUID-u. Stad relacja pomigdzy polem magnetycznym i jego
strumieniem jest bardzo prosta:

dp =AB. (38)

Znajomos$¢ Pp jest wigc jednoznaczna ze znajomoscia B.
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3 Magnetometry optyczne

3.1 Zjawisko Faradaya

Jako pierwszy zwiazek §wiatlta z magnetyzmem zauwazyl Michael Faraday w 1845r.
Nazwane jego nazwiskiem zjawisko magnetooptyczne mowi o tym, ze spolaryzowane liniowo
Swiatlo na skutek przechodzenia przez pole magnetyczne B ulega obrotowi o kat  zgodnie z

réwnaniem (39) co jest widoczne na (Rys. 9)

Rysunek 9: Obrét ptaszczyzny polaryzacji §wiatla na skutek zjawiska Faradaya [10].

B=v-B-d 39)

gdzie B jest katem skrecenia, B indukcja magnetyczng w kierunku propagacji Swiatta, d to
dlugos$¢ na jakiej Swiatto oddzialuje z polem magnetycznym, natomiast v to stala Verdeta
zalezna od dlugosci fali, ggstosci materiatu i temperatury.

Efekt obrotu ptaszczyzny polaryzacji mozna zrozumie¢ zaktadajac, ze Swiatto spola-
ryzowane kolowo prawoskretnie i lewoskretnie porusza si¢ w namagnetyzowanym materiale

z innymi predkoSciami. Warunek iloSciowy otrzymamy stosujac wektory Jonesa do opisu
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polaryzacji. Liniowo spolaryzowane wzdtuz osi X Swiatlo padajace mozna zapisac jako super-

pozycje fali spolaryzowanych kotowo:

ﬁ:\%(f»ﬂ} (40)

Po przejsciu przez materiat, faza pomigdzy sktadowymi o polaryzacji kotowej ulega zmianie
ze wzgledu na rézne predkosci rozchodzenia si¢ Swiatla:

1 1 :
P S iQ
£ ﬁ(r+ﬂﬁﬁ(r+e ) (41)

Faza ta prowadzi do obrotu polaryzacji liniowej jak wida¢ z nastgpujacego rozwazania:

. 1 . ; .
(i 4+e®) = S(+eP)2+5(1-e®)3

Nia

— /2 (%(e—iwﬁ +¢9/%) 2+ %(e—iwﬁ _ eiw/Z)yA)

— cos %)? +sin g)?. (42)

W pierwszej linijce uzyliSmy definicji polaryzacji kolowej w terminach polaryzacji liniowych
wzdtuz osi X i Y, w drugiej linijce wytaczyliSmy wspdélny czynnik fazowy ¢'?/2. Faza ta jest
taka sama w obu sktadowych, mozna ja wigc zignorowac gdyz jest nieobserwowalna. W ostat-
niej linijce uzyliSmy wzor Eulera. Ostatecznie wejSciowe Swiatto spolaryzowane wzdtuz osi X
wychodzi z materiatu spolaryzowane liniowo wzdtuz osi pod katem ¢ /2 od osi X. W praktyce
magnetometry optyczne réwniez wykorzystuja obrét liniowej polaryzacji §wiatta, ale obrot
ten jest proporcjonalny do wyzszych potgg B. Nie bede opisywat tej zaleznosci szczegdtowo,

skupig si¢ na ogélniejszym modelu dziatania magnetometru.

3.2 Zasada dzialania magnetometrmagnetometréw optycznych

Dziatanie magnetometréw optycznych mozna koncepcyjnie przedstawi¢ w trzech ko-
lejnych etapach widocznych na Rys. 10.

Do opisu ponizszego funkcjonowania magnetometréw optycznych w giéwnej mierze
jako Zrédto postuzyta ksiazka wydana w Cambridge o tytule ,,Optical Magnetometry” [12]. W
pierwszym etapie wykonywane jest pompowanie optyczne, odpowiada ono za polaryzacje¢ ato-
mowg — przygotowanie odpowiedniego momentu magnetycznego atoméw. Nastepnie docho-

dzi zewngtrzne pole magnetyczne, a moment magnetyczny znajdujacych si¢ w nim atomoéw
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Rysunek 10: Schemat kolejnych etapéw dzialania magnetometréw optycznych.

precesuje wokoét zewnetrznego pola. Powoduje to skrecenie plaszczyzny polaryzacji Swia-
tla propagujacego si¢ przez gaz atomowy. Wreszcie ostatnim etapem jest detekcja skrecenia
ptaszczyzny polaryzacji. Opiszemy teraz bardziej szczegétowo kazdy z tych etapow.

Moment magnetyczny atomu i jest nieco bardziej skomplikowany od np. momentu
magnetycznego pojedynczego elektronu ze wzgledu na ztozong budowe atoméw. Przy odpo-
wiednio matym zewne¢trznym polu magnetycznym B mozna pominaé jego wplyw i wyrazié
11 jako iloczyn czynnika zyromagnetycznego gr, magnetonu Bohra g oraz catkowitego mo-
mentu pedu F:

fi = grusF. (43)

Na catkowity moment pedu atomu F skiada sie spin jadra I oraz catkowity moment pedu
elektronéw J. Ten z kolei ztozony jest z przyczynku od ruchu po orbicie L oraz od spinu S.
Ostatecznie mamy wigc nastgpujacy wzor:

ﬁzi+f:i+<i+s) (44)

Rozwazmy teraz najprostszy model optycznego magnetometru, w ktérym zaréwno stan
podstawowy ma moment pedu F = 1/2 jak i stan wzbudzony ma F’ = 1/2. Oznacza to, ze
moment pedu ma tylko dwie skltadowe Mr a wynika to z ogélnych wtasnosci kwantowania
momentu pedu:

Mg ={-F,—F+1,..,F—1,F}, (45)

gdzie liczba wyrazow MFr wynosi 2F 4 1. Pompowanie optyczne opiszemy rozwazajac Swiatto
propagujace si¢ wzdtuz osi X, oddziatujace z atomem, przy braku zewng¢trznego pola magne-
tycznego. Zaktadamy, ze $wiatlo to jest spolaryzowane kotowo, a wigc niesie ze soba jedna

jednostke momentu pedu 6 wzdhuz osi X. Po absorbcji takiego fotonu rzut momentu pedu
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Rysunek 11: Przyktadowa struktura magnetometru optycznego z odniesieniem w uktadzie

kartezjanskim [12].

atomu musi zmieni¢ si¢ o jedna jednostke, tj. AM = 1. Wnioskujemy stad, ze mozliwe jest

tylko jedno przejscie, przedstawione na Rys. 12, oraz wyrazone ponizszym wzorem:

IF=1/2,Mf =—1/2) = |F' = 1/2,M}, = 1/2) (46)

M=V M;=+Y;

00 T
F o0 0

M=~V M: =+,

Rysunek 12: Pompowanie optyczne do stanu |F = 1/2, M}, =1/2) [12].

Nastepnie atomy, ktére przeszty do stanu wzbudzonego wracaja do stanu podstawowego po-
przez zjawisko emisji spontanicznej. Pompowanie optyczne polega na ciaglym oSwietlaniu

prébki atomowej, tak by atomy powracajace do stanu |F = 1/2, Mj. = —1/2) wszystkie wzbu-
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dzity sie i nastgpnie przeszty do stanu |F = 1/2,My = 1/2) po emisji spontanicznej. W ten
sposéb otrzymujemy przygotowane atomy o momencie magnetycznym wzdtuz osi X. W takim
przypadku prébka atomowa staje si¢ przezroczysta dla Swiatla o polaryzacji 6, gdyz nie ma
juz atoméw ktére mogtyby z takim Swiattem oddziatywac. W nastgpnym kroku wiaczamy jed-
norodne pole magnetyczne wzdtuz osi Z i jednoczes$nie wylaczamy $wiatlo o polaryzacji 6.
Przypomnijmy, ze atomy zostaly przygotowane w stanie 0 momencie magnetycznym wzdtuz
osi X, skr6towo zapiszemy go jako |+),. W polu wzdluz osi Z moment ten bgdzie prece-
sowal. Kwantowo proces ten opisujemy nastgpujaco. Hamiltonian oddzialywania momentu

magnetycznego z zewnetrznym polem wynosi:
- S h
H=—p-B=—grupl B = —grip>Bo;, (47)

gdzie uzyliSmy faktu, ze pole magnetyczne jest wzdtuz osi Z, tj. jego wektor wynosi B=
(0,0,B) i co za tym idzie iloczyn skalarny redukuje si¢ wytacznie do trzeciej sktadowej, oraz
rozpisano operator spinu F, = %GZ w terminach macierzy Pauliego (zobacz dodatek A). Defi-
niujac czestos¢ Larmora

Q= grupB, (43)

hamiltonian upraszcza si¢ do macierzy 2 x 2:

hQp
2

I 0 49)
0 -1

W dodatku B opisano ogdlne rozwiazanie réwnania Schrodingera dla hamiltonianéw nieza-
leznych od czasu. Nalezy roztozy¢ stan poczatkowy uktadu za pomoca wektorow witasnych
hamiltonianu. W naszym przypadku mamy dwie wartoSci wtasne E| = —% oraz £, = %

Odpowiadajace im wektory wtasne to wektory wtasne macierzy o, tj. |¢;) = |+), oraz

|¢2) = |—);. Stan poczatkowy rozktada si¢ wigc nastgpujaco:
W(0)) = [+he= =+ + =) (50
l// X \/z Z \/E 3

czyli oba wspétczynniki ¢y =cp, =1/ V2, sa sobie réwne. Stad stan uktadu w czasie ¢ (zobacz
dodatek B): | .
¢ :_eiQLl/2+ _}__efiQLl‘/z =\, 51
[y (7)) +)z 7 =)z (51)

V2

Wzér ten opisuje precesje. Widaé to np. we wzorze na prawdopodobiefistwo znalezienia atomu

w stanie |—)y:
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(e_iQLZ/ZH-‘Z+€iQLt/2<—‘z) (H’>z _ ‘_>z) 2

++): = (=)= L{+|=): = (~[+). = 0}
‘2

=
—~

e—iQLz/Z _ eiQLt/Z

e*iQLl‘/z _ eiQLl‘/2> (eiQLl‘/Z _ e*iQLl/2>

/N N

1 + 1 _efl'QLl _eiQLl‘>

~—~

2 —cos (Qrt) +isin (Qrt) —cos (Qpr) —isin (1))

YN I N e N

[1 —cos (Qr1)]
. 2 Qrt

= i 52
sin” — (52)

Prawdopodobienstwo to oscyluje kiedy stan uktadu precesuje. Jesli teraz bedziemy obserwo-
waé prawdopodobienistwo obsadzenia stanu |—), (ponownie uzywajac lasera spolaryzowanego
o) dane eksperymentalne beda oscylowaé w czasie z czestoScig ;. Z otrzymanego wykresu
mozna wyznaczy¢ czas kiedy P(—,x) jest maksymalne, nazwijmy g0 fmax. W maksimum ar-

gument sinusa wynosi 7 /2. Stad mamy:

€1 fmax T
== 53
7 ok (53)
1 podstawiajac za €y, (48) wyznaczamy pole magnetyczne jako:
Q
B=_—"t i (54)

N grlB B gFUBImax

Podsumowujac, tnmax Wyznaczamy eksperymentalnie, za$ gr oraz Up sa dobrze znanymi sta-

tymi dla danego atomu.
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3.3 Magnetometr Bella i Blooma

Rozdziat 3 rozpoczgliSmy od pokazania liniowej zaleznoSci pomigdzy obrotem spola-
ryzowanego liniowo $wiatta a polem magnetycznym wzdtuz kierunku propagacji tego Swia-
tta (39). Natomiast w podrozdziale 3.2 nasze rozwazanie pokazato, ze mozliwy jest rowniez
nieliniowy efekt Faradaya znany w skrécie jako NMOR. Na skutek pompowania optycznego
spolaryzowanym kotowo §wiatlem dochodzi do precesji atoméw (52) co jest wlasnie podstawa
dziatania magnetometréw optycznych.

W zaprezentowanym w podrozdziale 3.2 modelu, zaréwno pole pompujace jak i ze-
wnetrzne pole magnetyczne jest wiaczane 1 wylaczane dla lepszego zrozumienia problemu.
OczywiScie jest to mato praktyczne. Potrzeba usprawnienia wykonywanych pomiaréw, pod-
czas ktérych naturalnie wystgpuje zewnetrze pole magnetyczne doprowadzita Arnolda L. Bella
oraz Williama E. Blooma do rozwiazania aby zmodulowa¢ pole pompujace w taki sposéb, ze
Q,, = Qy, gdzie Q,, to czgstotliwos¢ modulacji. Kiedy Swiatlo pompujace optycznie atomy
zacznie oscylowa¢ wraz nimi z czgstotliwoscia rezonansowa mozliwy jest ciagly proces pom-
powania optycznego oraz wykonywania pomiaréw nawet w obecnosci zewngtrznego pola ma-
gnetycznego. Innymi stowy optyczny magnetometr Bella i Blooma mozna réwniez opisa¢ za
pomoca synchronicznego pompowania optycznego, gdzie przy €2, = £; mamy do czynienia
ze “‘stroboskopowym” rezonansem.

OczywiScie nie jest to jedyny sposob na usprawnienie pomiar6éw lub tez w niektérych
przypadkach sposéb na to aby pomiar byt w ogdle mozliwy. Réznego rodzaju modulacje
czy to czestotliwosci czy tez amplitudy $wiatta pompujacego dostosowuje si¢ do celu jaki
chcemy osiagnac. W zaleznosci od wybranej modulacji otrzymamy inng precyzje i jesteSmy w
stanie mierzy¢ pola magnetyczne o réznej sile. Wspomnijmy jeszcze, ze przedstawiony model
pompowania optycznego ma nastgpujacy praktyczny problem. Polaryzacja atomowa niszczy
si¢ w kontakcie atoméw ze Scianami komory. Dlatego, aby znacznie wydtuzy¢ czas koherencji
polaryzacji atomowej korzysta si¢ z komor, ktorych Sciany sa pokryte parafina, dodatkowo
wewnatrz ktérej znajduje si¢ gaz zawierajacy atomy metali alkalicznych (litowcéw) najczesciej

rubidu.
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3.4 Magnetometr wektorowy

Opiszemy jeszcze ograniczenia tej metody w wyznaczaniu sktadowych wektora B. Po
pierwsze jesli pole magnetyczne jest wzdtuz osi X, wéwczas nie jesteSmy w stanie wyznaczy¢
jego dtugosci. Jest tak dlatego, ze po pompowaniu optycznym moment magnetyczny atomow
nie precesuje w takim polu, a brak preces;ji jest niezalezny od amplitudy B. SprawdZmy jeszcze
co dzieje si¢ jezeli pole magnetyczne jest wzdtuz osi Y. W takim przypadku postepujemy ana-

logicznie jak wczesniej, kiedy pole magnetyczne bylo wzdtuz osi Z. Tym razem hamiltonian

ma postac:
hQr (0 —i
=—— (55)
2 1i 0 ]
Stan poczatkowy rozktada si¢ w taki sposéb (zobacz dodatek A):
1 : 1 :
(W(0)) =+ =5 (14D |+)y+5 (=) )y, (56)

Natomiast stan uktadu w czasie t (zobacz dodatek B):
1 , 1 .
W) =5 (142, 4 2 (1 =) e D1/, 57)

Na koniec liczymy prawdopodobieristwo znalezienia atomu w stanie |—), czyli P(—,x) =

[{w (o) =)l

1 2
. —iQLI/Z _ _ieiQLt/Z

l

l|.|2 ‘e—iQLt/2_eiQLt/2‘2

— l ‘efiQL[/z _eiQLl‘/2‘2
4
= {Patrz wyprowadzenie (52)}

= S T (58)
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Jak wida¢ wyprowadzone prawdopodobienistwo jest identyczne z wynikiem, ktory otrzy-
maliSmy dla zewngtrznego pola magnetycznego wzdtuz osi Z (52). Innymi stowy magnetometr
oparty na pomiarze prawdopodobiefistwa P(—, x) nie jest w stanie odréznié kierunkéw Y oraz
Z zewngtrznego pola. Wynik ten oczywiscie zgadza si¢ ze zrozumieniem tego zjawiska jako
precesji. Uogdlniajac, dowolny wektor zewngtrznego pola magnetycznego w plaszczyznie or-
togonalnej do poczatkowego momentu magnetycznego atoméw bedzie powodowat precesje
momentu atomowego z taka samg czestoScia. Nie mamy wigc w ogdle informacji o kacie
wektora B w plaszczyznie Y Z. Laczac ten fakt z brakiem precesji gdy zewngtrzne pole magne-
tyczne ustalone jest wdtuz osi X, dla dowolnego pola B wnioskujemy, ze opisany magnetometr
wyznacza dlugosé sktadowej B w plaszczyznie Y Z (prostopadtej do kierunku propagacji §wia-
tta).
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4 Podsumowanie

W ramach niniejszej pracy magisterskiej opisano podstawy fizyki dwoch wybranych
magnetometréw: nadprzewodzacych oraz optycznych. Jest to kolejny krok, kolejna cegietka
w kierunku rozwoju detekcji choréb najczesciej nowotworowych mézgu i probleméw kardio-
logicznych. Badanie MEG czy tez MGC zapewnia dokladno$¢ jakiej nie posiadaja dotych-
czasowe metody w tym zakresie, jednak ze wzgledow gléwnie ekonomicznych, nie jest moz-
liwe ich wykorzystanie na wigksza skalg. Medycyna nie jest jedyna dziedzina wykorzystujaca
magnetometry. Sa one z powodzeniem wykorzystywane do badania skorupy ziemskiej czy
otaczajacego nas kosmosu.

Autorzy ksiazek czesto z réznych powodow nie skupiaja si¢ na wyprowadzeniach wzo-
row 1 podaja je jako gotowe. Na pierwszy rzut oka cigzko si¢ domysle¢ z czego poszczegdlne
wzory wynikaja dlatego ta praca moze by¢ pomoca w zrozumieniu nie tylko zjawisk fizycznych
jakie stoja za dziataniem wybranych magnetometréw ale tez wyjasnia krok po kroku wypro-
wadzenia wzoréw z mechaniki kwantowej. Dodatek B jest zwigztym wyjasnieniem réwnania

Schrodingera, z ktérego mozna korzysta¢ duzo szerzej niz tylko na potrzeby tej pracy.
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Dodatek A: Spin-1/2

Celem tego dodatku jest krétkie “wyprowadzenie” zaleznos$ci pomigdzy stanami spi-
nowymi wzdluz ortogonalnych kierunkéw. Przypomnijmy, ze pomiar spinu 1/2 wzdluz osi

prostopadtych w formalizmie kwantowym opisywany jest macierzami Pauliego:

L _Jo Lo i I
e i oo “lo -1

1 0
Wszystkie one maja wartoSci wlasne rowne +1, zas ich wektory wlasne opisuja stan mie-

rzonego atomu po pomiarze. Relacje pomigdzy stanami spinowymi wzdtuz ortogonalnych
kierunkéw otrzymujemy wigc wyliczajac odpowiednie zaleznoSci pomigdzy wektorami wia-
snymi. W szczegdlnosci interesuje nas relacja pomigdzy wektorami wtasnymi macierzy oy

oraz 0,. Rozwiazmy wigc odpowiednie problemy wtasne zaczynajac od o;:

det[c,— Al =0

1-2 0

0 —1-4|

~1—-2+A+A%=0
22=1
A==l

gdzie I oznacza macierz jednostkowa. Otrzymane warto$ci wtasne faktycznie wynosza A =

+1, zatem aby otrzymac¢ stany spinowe |+);, |—)., mozna stworzy¢ i rozwigzac nastgpujace

réwnanie:
1 o] [a] ,[a
0o —1| || [p
a | a
=4
[—b_ b
+ b=—-b=5b=0 — a=—-a=a=0
T i
—|— e g
[+)2 o] ~ o)
o] o]
|=):= 5 = 1




Mozemy teraz wykona¢ analogiczne obliczenia dla o, zaczynajac od sprawdzenia wartoSci

wiasnych:
det[c,— Al =0
-1 1
=0
I -2
AP—1=0
A==l

Warto$ci wlasne réwniez wynosza A = +1, wigc mozemy utozy¢ i rozwiazaé réwnanie:

Vol bl

-
_b_
*
_a_

[ 1 1 1 [
[+)x = a]:{az—f—az:l azzi a:ﬁ}zﬁlll

e[ oot

Do znalezienia szukanej przez nas zaleznosci pomigdzy stanami spinowymi pozostalo wyko-

nanie kilku przeksztatcen:

IR R R
V2 £ V2| V21
S 1 0 _
pamigtajac, ze |[+), = 0 oraz |—), = . otrzymujemy:
1
[£)x = —= ()£ 1[-)2)

2
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Na potrzeby dalszej czgsci pracy wyprowadZmy jeszcze relacje pomigdzy wektorami

wlasnymi macierzy o, oraz G,. Zaczynamy takze od wartoSci wlasnych oy:

det[oy, — A1) =0
By -
-0
i —A
A2+i2=0
A =41

Wartosci wtasne wynosza A = +1, wigc uktadamy réwnanie:

o] bl

—ib_ a
=4
[ia_ b
+: —ib=a —: —ib=—a

4= jﬂz{#+ﬁzllﬁ:%b:;%}:§§h1

L B S R I G i [
el oo )3

Tym razem zaleznoS¢ nie jest widoczna gotym okiem dlatego zaczniemy od podstaw, sprawdZmy

czy otrzymane |+), oraz |—), sa do siebie ortogonalne:

M—H»=%Pil]t1:%“*+”20

Otrzymane stany spinowe wzdluz osi Y sg do siebie prostopadle zatem szukana relacja wyglada
nastgpujaco:

H‘>x = H‘>yy<+’+>x+ |_>yy<_‘+>x

:|+>y% [i 1] 1 +|—>y% [—i 1] H
= L))+ 5 (=)
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|=)x = [H)yy(H|=)x + [ =)yy{—])x
1 I I
sl

(140 4y + 5 (<1 =0)|-),

Sl

N =
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Dodatek B: R6wnanie Schrodingera

Celem tego dodatku jest wprowadzenie metody znajdowania funkcji falowej uktadu
atomowego w chwili ¢ jesli znamy t¢ funkcje w chwili # = 0 oraz podano hamiltonian uktadu
(o ktérym zakladamy, ze jest niezalezny od czasu). W tym celu przypomnijmy zalezne od

czasu rownanie Schrodingera:
e
in S |w(n) = Hly (1),

gdzie H to hamiltonian uktadu zas |y(¢)) jego stan kwantowy. Formalnie rozwiazanie tego

rOwnania mozna zapisa¢ nastgpujaco:

W (0) = exp(— 2 H) W (0)), 59)

W ogdlnosci (dla dowolnego hamiltonianu) obliczenie tego szeregu jest trudne i stosujemy

nastepujacy trik. Najpierw wyznaczamy wektory i wartoSci wlasne hamiltonianu:

Powyzsze rownanie wilasne znane jest jako niezalezne od czasu réwnanie Schrodingera. Z
og6lnych wtasnosci wektor6w wilasnych wiemy, ze za pomoca zbioru funkcji wtasnych |¢,)
mozemy wyrazi¢ dowolna funkcje falowa. W szczegd6lnosSci rozpiszmy za ich pomoca poczat-

kowy stan uktadu:

[w(0)) =} cal$n).

Uzywajac tej formuty w rownaniu (59) otrzymujemy nastepujacy ogélny wzor:
it it
V(@) = exp(=3H) Y cal9n) = Y cacxp(—=H)I9n)
n n
= Y cue 59,
n

gdzie w ostatniej linijce skorzystaliSmy z niezaleznego od czasu réwnania Schrodingera i de-

finicji exponentu jako szeregu.
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